Unterrichtsbeispiel Quadratwurzeln (Leitfaden Seite 31)

Der Einstieg in das Thema Quadratwurzeln kénnte beispielsweise so gestaltet werden, dass die

Lehrkraft zunachst lediglich v49 an die Tafel schreibt. Vorkenntnisse aus der Lerngruppe werden

zusammengetragen, ggf. von der Lehrkraft ergénzt und etwa in der hier dargestellten Form notiert.

Quadratwurzeln

\/E liest man ,Wurzel aus 49" oder ,Quadratwurzel aus 49“.
Quadratwurzel Radikand 25 _ 7 \weil 7.7 =49 ist.

Diese vorlaufige Definition genigt vorerst. Das Gespréch soll kurz gehalten werden um ziigig zur
Arbeit mit der eigentlichen Lernaufgabe Giberzugehen. Eine exakte Definition der Quadratwurzel

erfolgt spater. Nun stellt die Lehrkraft als Einstieg in das Thema die folgende Aufgabe.

passende Ziffern fur die Wurzeln
Das Symbol [] steht eine beliebige Ziffer. In die Kastchen kdnnen also verschiedene oder auch

gleiche Ziffern eingetragen werden. Finde jeweils passende Ziffern.

a) VO =0 b) VI =0 ¢) VOOO =000 d) Y1000 =00
e) VIO =00 f) JO,00=0,0 g) JO,00=0,00 h) /% -

i) Finde mdglichst viele Losungen. Wie viele gibt es?

Quelle: Mallas, IQSH

Als Bearbeitungszeit sollte man 20 Minuten einplanen. Die Aufgabe ersetzt eine halbe Lehrbuchseite

voller Aufgaben der nachfolgend angedeuteten Art.

1a) V36 b) V9 c) V25 d) +144 €) o )
2a) /900 b) /3600 ¢) /90000 d) 14400 €) . )
3a) /0,04 b) /016 ¢) /0,009 d) /0,25 €) )
4a) % b) % c) % d) % €) 1)

Diese geschlossenen einschrittigen Aufgaben stellen bei Nutzung des Taschenrechners kaum noch
eine intellektuelle Herausforderung dar. Das fuhrt moglicherweise zu Konflikten, weil die Lehrkraft
diese ,Aufgabenplantage” ohne Hilfsmittel bearbeiten lassen mochte. Dagegen wird mit der Aufgabe
Jpassende Ziffern fir die Wurzeln’ durch das Offnen der Fragestellung eine héhere kognitive
Schuleraktivierung erreicht, die auch durch Nutzung des Taschenrechners als Werkzeug zum
Experimentieren nicht geschmalert wird. Auf der grundlegenden Anforderungsebene wird der Umgang
mit einfachen Quadratwurzeln erlernt. Auf den héheren Anforderungsebenen kénnen zahlreiche
Entdeckungen gemacht werden, z.B. Zusammenhéange zwischen der Stellenzahl von Radikand und
Wurzel oder Regeln fur mégliche Endziffern. Dies ist propadeutisch fur die Approximation irrationaler
Wurzeln. Die Anzahl der Lésungen durch Uberlegungen zu bestimmen ist ein anspruchsvolles
Abzahlproblem, das alternativ durch systematisches Suchen und Aufschreiben aller L6sungen zu

bewaéltigen ist. Teilaufgabe e) verlangt mathematisches Argumentieren. Wahrend die halbe Buchseite




voller Wurzeln eintdnig nur den Umgang mit der neuen Schreibweise sowie Rechenfertigkeiten
trainiert, verlangt und fordert die offene Lernaufgabe mehrere allgemeine mathematische
Kompetenzen und bewegt sich in den Prozesskontexten Erfinden/Entdecken, Prifen/Beweisen sowie

Uberzeugen/Darstellen.

Bei der Besprechung der Losungen stellt die Heterogenitat der Lerngruppe kein Problem dar.
Vielmehr ist durch die vielfaltigen Ergebnisse und Entdeckungen das Anhdren und Diskutieren der

Schilerbeitrége fur alle Lernenden von Interesse.

Auf den folgenden Seiten werden folgende Dokumente im Word-Format fiir die Verwendung im

Unterricht zur Verfigung gestellt:

¢ die Aufgabenstellung ,passende Ziffern fir die Wurzeln’ in groRer Schrift als OHP-Folie formatiert
¢ die Aufgabenstellung ,rationale Produkte’ (Leitfaden Seite 47)

e eine ausgearbeitete Musterlosung zur Aufgabe ,passende Ziffern fiir die Wurzeln’

¢ eine ausgearbeitete Musterlésung zur Aufgabe ,rationale Produkte’

e das Aufgabenblatt ,kurze und lange Wurzelzeichen’ mit Lésungsblatt

o die Aufgabenstellung ,verkleidete Wurzeln’ (Leitfaden Seite 47)

¢ eine ausgearbeitete Musterldsung zur Aufgabe ,verkleidete Wurzeln’




passende Ziffern bei Wurzeln

Das Symbol [ steht flr eine beliebige Ziffer. Es konnen
sowohl verschiedene als auch gleiche Ziffern in die
Kastchen eingetragen werden. Finde jeweils passende
Ziffern.

a) VO =0 b) VOO =0 ¢) ~O00 =00
d) ViOOO=00 e)VOO=00 f) J1,00=0,0

g) JO.00=0,0 h) \/E —

1) Finde moglichst viele Losungen. Wie viele sind es?




Merkmale der Aufgabe:
e niedrige Einstiegsschwelle, es genligen Beispiele

e Alle Schiler/innen konnen sich mit dem Thema
beschaftigen und dabei etwas lernen. Niemand wird
Uberfordert, niemand wird gelangweilt.

e Es werden die gleichen Inhalte bearbeitet wie bei der
"Plantagenaufgabe™ (siehe ndchste Seite), aber
Interessanter verpackt. Es gibt auch keinen Konflikt bei
der Benutzung des Taschenrechners, weil auch bel
seiner Benutzung niemandem das Denken abgenommen
wird.

e Herausforderung zum Entdecken, z.B. durch Probieren
die kleinste und die gréte Losung zu finden.

e Die unltdsbare Gleichung fordert zum Argumentieren
und eventuell zum Beweisen heraus.

e \Verschiedene LoOsungswege: Die endlich groflien
Anzahlen wie 21 und 22 lassen sich sowohl durch
Aufschreiben aller Lésungen bestimmen als auch durch
ein Abzahlschema (Vernetzung von Inhalten).



Intelligentes Uben — statt ,,viel hilft viel” lieber ,,die intelligente Fragestellung”
statt

1a) +/36  b) /9 c) /25 d) 144 €) . o U)

2a) +/900 b) /3600  ¢) /90000  d) /14400 ) ... e Q)

3a) /0,04 b) /016 ) 4/0,0009 d).025 e) ... 1)

s2) [18 by [S25 g [A gy 189 g )
lieber:

passende Ziffern bei Wurzeln

Das Symbol (1 steht fur eine beliebige Ziffer. In die Kastchen kdnnen also verschiedene oder
auch gleiche Ziffern eingetragen werden. Finde jeweils passende Ziffern.

a) VO =0 b) VOO =0J c) ~OOO =00 d) V1000 =00
e) vOO=00 f)10,00=0,0 g)0,00=0,0 h)\/%:—

1) Finde moglichst viele Losungen. Wie viele sind es?

oder in dieser Variante
2) [0...[0[ ist eine ganze Zahl, wobei [] fiir eine Ziffer steht.

e Gib Beispiele fur Zahlen an, bei denen /LIL1...[][] ,,aufgeht*.

e Suche gemeinsame Merkmale dieser Zahlen. Formuliere Regeln.
3) U0...,...00] ist ein Dezimalbruch.

e Gib auch hier Beispiele fur Dezimalbriiche an, bei denen JLI[I...,...[1] ,,aufgeht™.

¢ Suche gemeinsame Merkmale dieser Zahlen. Formuliere Regeln.

nicht nur
1) Ziehe die Wurzel teilweise a) V8  b)+/18 ¢) V50 d) 60 e) ... )
2) Bringe unter die Wurzel @) 3-4/2 b)2-4/3 ¢) 445 d)3V/3  e) .. e )
3) Ziehe die Wurzel teilweise a) \/ﬁ b) W c)Jda d)12b e) ... v 1)
4) Bringe unter die Wurzel a) a-2 b) 2-b c) c?.\5 d) d/d €) e e W)

sondern auch solche Aufgaben:
rationale Produkte

1) Ja und v/b sollen irrational sein. Finde mindestens vier Beispiele fur a und b, so dass va-b
rational ist.

2) (V8 ++Bf ist rational : (V18 +8)f =18+2 18 B+8=26+2-144 =26+ 24 =50.

Finde weitere Beispiele.



passende Ziffern bei Wurzeln — Losungen

Das Symbol (1 steht fur eine beliebige Ziffer. In die Ké&stchen kdnnen also verschiedene oder
auch gleiche Ziffern eingetragen werden.

Fur a) bis d) und f) bis g) gentigen jeweils Beispiele. In der Musterlésung sind alle Lésungen
angegeben bzw. das System wird beschrieben, damit die Schiler/innen sich von der
Richtigkeit tberzeugen kénnen. Bei e) genigt zunachst die Angabe, dass "man™ bzw. "ich"
keine L6sung gefunden habe. Eine Begrindung kann im Gespréach entwickelt werden.

a) VI =0 hatvier Losungen +/0 =0, v1=1, V4 =2, /9 =3.
b) VOO =[] hat sechs Losungen ~16 =4, ~25 =5, +/36 =6, /49 =7, \/64 =8, /81 =9.

c) vUUL =00 hat 22 Lésungen +/100 =10, /121 =11, ..., +961 =31. Die Anzahl der

Losungen berechnet man mit 31-10+1=22, weil sowohl die 10 als auch die 31 mitgezahlt
werden.

d) viUUO =00 hat 13 Losungen +1024 =32, /1089 =33, ..., ¥1936 =44 . Die Anzahl der

Lésungen berechnet man mit 44 —32 +1=13, weil sowohl die 32 als auch die 44 mitgezahlt
werden.

e) VOO =00 hat keine Losung. Die kleinste zweistellige Zahl ist 10, und deren Quadrat

102 =100 ist bereits dreistellig. Es kann also keine nattrliche zahl mit diesen Eigenschaften
geben.

f) 1,00 =01,00 hat 13 Lésungen /10,24 =3,2, /10,89 =33, ..., /19,36 =4,4. Die Anzahl
der Losungen entspricht der in d), nur dass hier die Wurzeln von 3,2 bis 4,4 in 0,1 er-Schritten
wachsen.

g) v/U,0J=0,0 hat 21 Lésungen 1,21 =11, /1,44 =12, ..., /9,61 =31. Die Anzahl der
Losungen entspricht der in e), nur dass hier die Wurzeln von 1,1 bis 3,1 in 0,1 er-Schritten
wachsen und die auRerdem die 1,0 nicht mitzahit.

1 " 1 1 1 1 /1 1 |1 1 |1 1 .
h) .,|=—— =—hatsechs Lésungen .|— ==, [ -—— ==, [— ==, .|[-— ==, ,[— == sowie
HN 16 4 V25 5 V36 6 V49 7 V64 8
1.1
8L 9

1) Bei Teilaufgabe e) gibt es keine Losung, bei allen anderen Teilaufgaben gibt es endlich viele
Losungen. Als Loésung geniigen jeweils Beispiele. In der Musterlosung sind jeweils alle
Ldsungen sowie deren Anzahl angegeben.



rationale Produkte — Losungen
1) Beispiele fir irrationale Wurzeln Va und vb , deren Produkt ~/a-b rational ist:

e J2.\2=2, J3:-43=3, J6-/6=6, V15-415 =15, .... ; allgemein: a=b; Ja-Ja=a

fuhrt auf die Definition der Wurzel, das Produkt a-a=a® im Radikanden ist eine
Quadratzahl.
e V2.8 =223 2% =22 _4, V327 =3B =3 = =g,

ﬁ-@=\/§-\/¥=\/¥=23=8, V54125 =25, \[7-/343 =49, ... ; allgemein: a und
b enthalten jeweils einen Primfaktor in ungerader Potenz (das bedeutet, dass die Hochzahl
ungerade ist, d.h. die Anzahl der Primfaktoren in dem Produkt ist ungerade). Das Produkt
a-b enthalt den Primfaktor bzw. die Primfaktoren dann in gerader Potenz.

o V64216 =36, /10 -4/1000 =100, /15 -4/3375 = 225, /10 - ,/100000 =1000, ; allgemein:

a und b enthalten jeweils die gleichen Primfaktoren in ungerader Potenz. Das Produkt a-b
enthalt die Primfaktoren dann in gerader Potenz.

o V3412 =4/3-4/3-4=+3%.22 =3.2=6, v/2-/18 =6, +/5-4/20 =10, /6150 =30, .. ;
allgemein: a und b enthalten jeweils Primfaktoren in ungerader oder gerader Potenz. Das
Produkt a-b enthalt die Primfaktoren dann in gerader Potenz.

2) alle irrationalen Wurzeln aus 1) sind als Losungen geeignet. Zu jedem Spiegelstrich ein
Beispiel:

« (V6+6f =6+2-1/6-6+6=12+2-36 =12+12 = 24
e (V2++8f =2+2-42-V8+8=10+2-16 =10 +8=18
2
e (V10 ++/1000 | =10+2-+/10 - /1000 +1000 = 1010 + 2 10000 =1010 + 200 = 1210

o (V3+412f =3+2.43.\12+12=15+2 /36 =15+12 = 27



kurze und lange Wurzelzeichen

Verlangere das Wurzelzeichen oder erganze weitere Wurzelzeichen, so dass die
Gleichung erflllt ist (so dass die Rechnung stimmt).

Beispiele
Aufgabe Lésung Hilfe
J8+1 =3 V8+1=3 V8+1=19=3
J9+16 = J9+16=5 J9+16 =25=5
J9+ 16 = J9+416 =7 J9+416=3+4=7
Aufgaben

1) Verlangere das Wurzelzeichen oder erganze weitere Wurzelzeichen, so dass die

Gleichung erflllt ist (so dass die Rechnung stimmt).
Uberspringe Aufgaben nach Lernfortschritt und gehe zu 2) oder 3) uber.

a) J4+ 5=3 k) V16+ 16+ 4 =10
b) 2+ 2 =2 ) J025+ 075=1
c) V8+ 8=4 m) 025+ 011=06
d) V4+ 4+ 1=3 n) J025+ 025=1
e) 22+ 22 + 12 -3 0) 12+ 52 -1
f) J64+ 36=14 p) J144+ 025=17
g) V324 62 4+ 22 =7 q) J144+ 025=13
h) J/64+ 36 =10 r) J400+ 225= 25

i) Va2 o 42 4 22 - 36 s) JV144+ 81=15
j) V4 - 9 =6 t) /025 025=025

2) Erfinde selbst dhnliche Aufgaben und probiere sie mit deinen Mitschilern aus.

3) Setze passende Zahlen ein.

f) \/32+2-3-4+42=E=D
g) V@572 =7 -]

o) ] +¥8i=11 hy V52-2:5-3+5% =[P =[]
@ 129207 - | P -[] iy Jwo-7? -7~

) 1+ =8 5) J[F+[F =10

a) {64+ =10

b) {256+ =20

Quelle: Helmut Mallas, IQSH



Losungen

1) Verléangere das Wurzelzeichen oder erganze weitere Wurzelzeichen, so dass die
Gleichung erflllt ist (so dass die Rechnung stimmt).

a)
b)
c)
d)
e)
f)
g)
h)
i)
i)

J4+5=49=3 k)
2+2=44 =2 D
J8+8=116= 4 m)
J4+4+1=19 =3 n)
J22 422412 - J444+1-49=-3 0)
J64+36=8+6=14 P)
J32 462422 - 9536+4-149-7  q)
J64+36=+100=10 r)
Va2 +42 422 - J16+16+4-136=6  s)
J4 .\J9=2.3=6 und t)

zugleich V4.9=36=6

V16+/16+/4=4+4+2=10
J025+075=/1=1

J0,25+0,11=./0,36 = 0,6

J025+.,/0,25 = 0,5+05=1

J122 452 - 144125 =169-13 =13
J144+/025=12+05=17

J1,44+025=,169= 13

J400+225=625= 25

J144+81=4225=15
J025 -\/025=05-05=025 und
zugleich /0,25.025=41025% = 025

2) Kontrolliere die Losungen deiner selbst erstellten Aufgaben mit Hilfe deiner
Mitschilern und auch mit Hilfe des Taschenrechners.

3) Setze passende Zahlen ein.

a) J64+6° =V/64+36=1/100=10

b) V256+122 =\256+144=/400=20
c) J4+481=2+9=11

d) V292-20%2 =./841-400=/441=v212 =21
e) z.B. V16+J16=4+4=8 oder

J25+/9=5+3=8 oder
J36+/4=6+2=8 oder
J49+/1=7+1=8

f) /321234142 -/9:24116=
J49=+7% =7

g) J@+5? =177 -7

h) J52-2.5.3+32-,25-30+9 =
J4=v2%2 =2

i) J(10-7)2 =32 =3

§) 2.B. V22.52 =J4.25-1100=10

oder

Vv12.102 =/1-100=4/100=10

Quelle: Helmut Mallas, IQSH



3) verkleidete Wurzeln

verkleidete Wurzeln
Suche ohne Taschenrechner méglichst viele Terme mit dem gleichen Wert.

/48
J4 .8 216 ik 67
\/ﬁ+2-\/§
5+424 4.2 4.3

nach Leuders, mathemagische Momente, Seite 140

verkleidete Wurzeln — Losungen

Terme mit dem gleichen Wert sind jeweils verbunden.

V12 +2.4/3

Diese Terme haben jeweils den gleichen Wert:

J12 +2.43 = Ja8 = 4.3

Ja.3+12.43= J16.3-4.43

2.3+2.3=4.3

und

V32 = J2 .16 = Ja.\8 = 442

J16-2 =442 J2.4 =4.42 2.J4.2 =
2.2.2 =442

sowie

5+/24 J3+42 =
VW3 +v2f _
\/3+2-\/§~\/§+2 =
5+.4.3-2 = \5+24

didaktischer Kommentar

Ist diese Aufgabe heute noch zeitgemaR? Lasst sich Uberzeugend begriinden, den Einsatz des
Taschenrechners zu unterbinden? Schlie3lich kénnte man mit dem Taschenrechners sehr schnell
feststellen, welche Terme den gleichen Wert haben. Ja, das stimmt. Aber der Taschenrechner erklart

nicht, warum bestimmte Terme den gleichen Wert haben. Das von Timo Leuders genial gewahlite

Beispiel V5 ++/24 entzieht sich dem schematischen Rechnen und lasst sich nur ergriinden, wenn

man Mathematik betreibt. Durch den Arbeitsauftrag ,Konstruiere zu jedem der Werte einen weiteren

Term mit diesen Wert.“ ist es beinahe gleichgiltig, ob man den Taschenrechner hinzuzieht.


https://home.ph-freiburg.de/leudersfr/preprint/2009_leuders_intelligent_ueben_mathemagische_momente.pdf

